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Résumé

Dans ce rapport interne, nous présentons ici un formalisme algébrique et
fonctionnel destiné & la description et & la résolution des systémes basés sur
un modele d’état, et plus particulierement, des systemes de traitement du
signal. Ce modele original est proche du concept des graphes Data Flow et
permet une représentation graphique des applications. Construit & ’aide de
I’algebre linéaire et du A-calcul, proche de la sémantique dénotationnelle,
il autorise la conception modulaire d’un systéeme, la connaissance de ses
caractéristiques — complétude, calculabilité, stabilité, mesurabilité — et
sa résolution déterministe. ’implantation dans une architecture matérielle
peut exploiter le parallélisme mis en évidence de maniere naturelle.
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1 Introduction

Un outil de modélisation des systémes® de traitement du signal doit impéra-
tivement bénéficier d’un systeme de preuve permettant de connaitre de maniere
précise ses caractéristiques. En effet, ’aboutissement de ce type d’outil est une
implantation sur une architecture matérielle réduite, optimisée pour la vitesse et
la sécurité de fonctionnement, éventuellement parallele [AB86, CT93].

1. Dans ce qui suit, le mot application est réservé pour désigner 'application d’un opérateur
a des arguments; dans ce contexte, pour désigner une application de traitement du signal, on
utilisera le mot systéme.



1 INTRODUCTION

La connaissance des caractéristiques du systeéme oriente la réalisation de I’ar-
chitecture de maniére adaptée. Notamment, la gestion de la mémoire pourra étre
dynamique ou statique, selon que le systeme est « stable » ou non.

Les applications de traitement du signal [Cha92, Kun80, Miq85| utilisent fré-
quemment des modules congus séparément. Cette modularisation permet de pré-
server les investissements entrepris en autorisant la réutilisation des parties d’un
systeme. L’ensemble de ces parties forme une bibliotheque. L’outil de conception
doit donc aussi offrir la possibilité de concevoir ces modules et de les utiliser. Des
qu’il est question de modules, apparaissent les notions d’interface contractuelle,
de compilation séparée et d’édition des liens, un peu a la maniere des langages
compilés actuels.

La forme de description la plus souvent utilisée pour les systémes de traitement
du signal est la représentation graphique. Dans cette forme de représentation, les
boites sont des fonctions, et les traits sont des données. En fait, les boites sont
soit des fonctions primitives, soit des modules. L’outil doit donc aussi faciliter la
réalisation d’une sur-couche graphique.

Pour prendre en considération ces contraintes de maniere efficace, les A-ma-
trices utilisent des outils a la fois primitifs, parfaitement connus et extrémement
puissants que sont ’algebre linéaire [Mey92, NR85] et le A-calcul [Kri90, Rev88|.
L’algebre linéaire est utilisée pour la description des objets manipulés dans les
A-matrices. Le A-calcul, quant a lui, va permettre de concevoir les opérateurs
manipulant ces objets de maniere fonctionnelle.

L’utilisation conjointe de ces deux outils aboutit forme un formalisme proche de
la sémantique dénotationnelle [L1086, Mey92, Sto77, Str66] permettant la descrip-
tion des systémes de traitement du signal entierement fonctionnelle et formalisée.
La résolution de ces systémes obéit aussi a cette regle. Ainsi, les A-matrices ont
pour caractéristiques :

— formalisation algébrique entiérement exprimable avec le A-calcul ;
— connexion implicite avec la théorie des graphes Data Flow [WA85, LM87];

— représentation intermédiaire a la fois de haut et de bas niveau, proche de la
machine, proche de I'outil de conception en amont, avec un jeu de formes syn-
taxiques, ce qui permet une transition immeédiate vers les outils de conception
que sont A-graphe et A\-flot?;

— indépendance des objets manipulés et les opérateurs qui s’y appliquent ;
— possibilité de construire des structures dynamiques;

— existence de critéres dénommés A(,) caractérisant les A-matrices: complé-
tude, calculabilité, stabilité, mesurabilité des temps de calcul;

2. Ces outils ne seront pas décrits ici.
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— modularisation des systemes, possibilité de compilation séparée destructive
et d’édition des liens;

— parallélisme directement exploitable, car les dépendances fonctionnelles sont
clairement isolées.

L’ensemble de ces caractéristiques font des A-matrices un outil de modélisa-
tion a la fois simple, puissant et entierement formalisé. Il est destiné a servir
de base, d’'une part, aux outils de conception — langage de haut niveau et lan-
gage graphique — destiné au concepteur de systemes et d’autre part, aux outils de
transformation de bas niveau — compilation et édition de liens, générateur d’ar-
chitecture — destinés au concepteur d’architectures. Ces outils sortent cependant
du cadre de rapport.

Apres avoir définit brievement les modeles d’état simples (cf. section 2) et
composés (cf. section 3), les éléments de base des A-matrices sont introduits (cf.
section 4). Ensuite, la notion importante des environnements est décrite (cf. section
5). Alors, les opérateurs dynamiques caractérisant un systéme et capables de le
faire évoluer dans le temps seront abordés (cf. section 6). Quelques compléments
nécessaires a la construction de systémes seront expliqués (cf. section 7). Pour
finir, les possibilités d’'implantation matérielles des A-matrices seront introduites
(cf. section 8).

Dans les annexes, on trouvera les compléments (cf. annexe A) et les exemples
(cf. annexe B), les preuves formelles (cf. annexe C).

2 Modele d’état simples

Le modele d’état décrit ici est dit simple. Les fonctions des entrées et les
fonction des états sont des composition de fonctions élémentaires, comme on peut
le voir dans la figure 1.

Les valeurs traitées sont des vecteurs de valeurs de taille fixe, symbolisés sur
la figure par un trait oblique portant la largeur du vecteur en indice. Les largeurs
sont ici I, J et K.

Les variables d’état sont des opérateurs qui enregistrent sur un front de I’hor-
loge la valeur en entrée pour la reproduire sur la sortie. Cette valeur reste inchan-
gée, jusqu’au front d’horloge suivant. En automatisme, il s’agit du retard unitaire.

La valeur initiale est une pré-contrainte du systéme a sa mise en route. Elles
ne jouent directement un role qu’au temps initial.

La boite fonctionnelle de ce modele calcule en permanence, en fonction des
entrées, le vecteur de sortie et le vecteur matérialisant 1’état du systeme. Cette
boite fonctionnelle est constituée de fonctions construites par composition, ex-
cluant toute équation de point-fixe.

L’horloge de ce systéme joue un triple role en agissant a la fois sur le conver-
tisseur — ou le mécanisme d’acquisition — des valeurs d’entrée, sur la mise a dis-
position des valeurs de sortie et sur le recyclage du vecteur d’état. Notons qu’'un
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i partie .
enirees fonctionnelle sorties

Fi1G. 1 - Représentation des systemes.

systéme a plusieurs horloges fixes, souvent appelé filtre multicadence [Kun80],
peut toujours se ramener a un modele a une seule horloge. En effet, dans ce mo-
dele, toutes les horloges sont des multiples constants d’une horloge de base. Il est
donc toujours possible de synchroniser deux flots de valeurs régis par des horloges
différentes par ajout ou suppression de valeurs

Il apparait donc un cycle immuable dans le fonctionnement de ce modele, que
I’on peut résumer par: saisie des valeurs d’entrée (h;), saisie des valeur de sortie
(hs), et saisie des valeurs d’état (h3). Ce cycle se répete sans fin, & moins qu’'une
condition d’arrét soit jointe au modele.

Voici les équations décrivant entierement ce modele pour la variable ¢t = [1, oo,
représentant le temps:

ei(t) = Ei(t)

s;(t) = Fjlei(t),...,er(t), 1 (t),...,qx(t)) (1)
ar(1) = Qx(1)

gt +1) =Grlei(t),...,er(t),qi(t),...,qx(t))

Le systeme est entierement décrit par la connaissances du nombre des entrée,
I, du nombre des sorties J et du nombre des états K, des fonctions Fj et Gy,
des valeurs initiale Q)x(1) des états. Son fonctionnement dépend de la valeur des
entrées F;(t). La valeurs des sortie au cours du temps est:

si(1) = Fi(ex(1),... er(1), a(1),- -, qx (1)),
Sj(2): Fj(61(2),...,6[(2),(]1(2),...,(]1((2)), (2)

s;(n) = Fy(er(n),...,e1(n), qu(n),. ... ax(n)).
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avec comme valeur d’état :

Qk(l): Qk(l),
qk(2) = Grler(1),...,er(1),q1(1),...,qx(1)), (3)

)

() = Grler(n),....ex(n), (), ... qx(n)).

On peut donner une autre représentation de ce modele. Il s’agit de la repré-
sentation par chronogrammes, comme on peut voir dans la figure 2.

1 2 3 4 5 6 7 8
Temps | | | | | | | |
Y

B E@ EQ |E4| EOG E6 E7H  ES)
E, , | | | | | | |

.....

FiGc. 2 - Chronogramme des équations du systeme.

Dans ce chronogramme, on voit clairement apparaitre les dépendances fonc-
tionnelles. Les sorties sont contemporaines aux entrées et aux états via les fonctions
F;. Les états sont calculés avec les fonctions G, appliquées aux entrées et aux états
de l'instant précédent.

Ainsi, si I'on connait les valeurs d’entrée, les valeurs initiales des états, les
fonctions F; et Gy, le systéeme est completement déterministe, et on peut alors
obtenir par calculs successifs les sorties a tout instant.

3 Modele d’état composé

Le modele d’état vu dans la section précédente peut étre facilement modé-
lisé d’une maniere fonctionnelle. Cependant, avant d’entamer cette description,
remarquons qu’il souffre de ’absence complete de modularisation. En effet, ces
composants sont des fonctions au sens strict.

Pour permettre cette modularisation, il est nécessaire d’autoriser le concepteur
a utiliser a l'intérieur méme du modele des variables d’état, comme on peut le voir
dans I'exemple de la figure 3. Dans un tel modele, une boite représente soit une
fonction pure, soit un modele d’état. Aucun signe extérieur ne les distingue, si se
n’est la documentation du module. Des lors, la mise en équation triviale qui a été
faite dans la section précédente n’apparait plus aussi simplement.



4 LES \-MATRICES

e

F1G. 3 - Représentation des systemes complexes: boite fonctionnelle constituée
de modeles d’état.

La premiere solution est de conserver dans les modules un lien sur les variables
d’états. Au moment de I’exécution du systéme, toutes ces variables sont rassem-
blées pour former un vecteur, et on se rameéne a la description du modele d’état
simple vue dans la section précédente. On se heurte alors a au moins deux dif-
ficultés. Premierement, si on désire prouver un systéme et sa résolution, il faut
prouver le processus de transformation du modele composé vers le modele simple,
et le modele simple. Il s’agit en fait de prouver le compilateur de systéme et la ma-
chine d’exécution. Deuxiémement, la modularisation proposée n’est pas réelle, car
on est obligé de conserver une trace de la structure des modules afin de récupérer
au moment de I’exécution leurs variables d’état.

Les A-matrices se proposent de résoudre ces probleme en apportant un systeme
de preuve au niveau du modele composé, et permettent la caractérisation des
modules séparément.

4 Les M-matrices

4.1 Présentation

Le concept de base des A-matrices est la transformation des équations du mo-
dele d’état (1) en des équations de flots de données:

{ Qk:Qk(]')fbka(ela'"7eK:QI:'"aCIK) (4)

Sj:Fj(ela"'aeKaQI:"':QK)

et de les composer de maniere a construire un modele d’état complexe.

Dans ces équations, un « flot de données » constitué d’une valeur initiale —
I’état — et d’une fonction de calcul des valeurs suivantes — le contrat — permet
d’élaborer les variables d’état. Avec cette transformation, le concepteur est capable
de décrire un systéme modulaire. Cette transformation des équations est la base
des A-matrices, qui, de plus, permettent :

— la description du systeme qui supporte deux niveaux, I'un enrichi syntaxi-

7
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quement destiné au concepteur, et ’autre uniforme destiné a faciliter la
représentation en machine?, se fait a I’aide d’objets élémentaires combinés
entre eux;

— sa caractérisation, a ’aide des fonctions de critere ;

— sa résolution, avec plusieurs opérateurs spéciaux dits dynamiques.

4.1.1 Description

Afin de construire un systeme complexe, il faut disposer d’éléments primitifs,
les atomes, et d’éléments composés, les objets. Les atomes sont :

— les données manipulées par le systéeme, indépendantes du formalisme lui-
meéme ;

— les entiers naturels;
— les opérateurs disponibles pour manipuler les objets et les données;
— les symboles qui sont des synonymes d’autres atomes ou objets.

Les données manipulées sont indépendantes des A-matrices elles-mémes. Il faut
donc fournir une « algébre des données » pour les utiliser. Avec les atomes il est
possible de construire les objets composés suivants :

— les alternatives qui permettent d’effectuer des choix dans les données;

— les applications qui permettent d’appliquer un opérateur a un certain nombre
d’arguments ;

— les définitions qui permettent de donner un nom aux objets;
— les flots qui permettent de construire les modeles d’état ;

— les wvecteurs qui permettent de regrouper dans une structure commune des
objets entre eux. Les vecteurs sont aussi associés a la construction des envi-
ronnements.

4.1.2 Caractéristiques

Les caractéristiques d’un systeéme sont déterminées en lui appliquant des fonc-
tions dites de criteres. Le résultat d’un critere est 0 si le systeme n’a pas la carac-
téristique recherchée, ou 1 s’il I’a. Nous avons les caractéristiques suivantes :

— complétude: une A-matrice est compléte lorsqu’elle ne contient pas de va-
riable libre (cf. définition 5.5) ;

3. Le passage de 'un a l'autre est trivial et ne sera pas décrit.
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— calculabilité: une A-matrice est calculable lorsqu’elle est complete et qu’elle
ne contient pas d’équation de point-fixe;

— stabilité: une A-matrice est stable lorsque elle est calculable et que sa dimen-
sion (cf. définition 4.3) est décroissante au cours du temps;

— mesurabilité: une A-matrice est mesurable lorsqu’elle est stable et que les
temps de calculs sont décroissants.

Ces caractéristiques sont de plus en plus contraignantes pour le concepteur
du systeme. En effet, les systémes mesurable sont un sous-ensembles des systeémes
stables, eux-méme sous-ensemble des systemes calculables, jusqu’aux systeme com-
plets qui sont un sous-ensemble de 1’ensemble des systemes.

4.1.3 Résolution

Lors de la description du modele d’état, nous avons vu que sa résolution com-
porte trois étapes. Ces étapes se retrouvent dans les A-matrices: la saisie de la
valeurs d’entrées et de sortie se nomme « évaluation », la saisie de la valeur d’état
se nomme « régénération ».

Le processus de résolution d’'une A-matrice se doit d’étre fonctionnel: il s’agit
d’une fonction récursive a récursion de queue, qui est la vision fonctionnelle de I’ité-
ration. Ce processus alterne évaluations et régénérations. Pour pouvoir controler
la durée de ce processus, une condition d’arrét lui est adjoint (cf. section 6).

Comme le formalisme est fonctionnel, le systeme est un parameétre de opérateur
de résolution. Le front d’horloge, ou le pas de résolution sont matérialisés par deux
appels successifs a ’opérateur de résolution, avec un systeme régénéré. L’une des
principale difficulté rencontrée est de montrer que si un critere est vérifié, il ’est
aussi pour son régénéré. La stabilité, par exemple, signifie en fait que la A-expres-
sion représentant le systéme ne doit pas « grossir » d’une régénération a I'autre.

Afin d’apporter ce genre de preuve, il est nécessaire de formaliser entierement
les A-matrices. Dans cette optique, 1’algebre linéaire permet de décrire entierement
les éléments constituants. Quant au A-calcul, son caractere fonctionnel permet
d’établir des preuves solides.

4.2 Définition

Cette section se propose de donner une définition algébriques des termes des
A-matrices. Cette définition mathématique apporte avec elle sa précision et sa
concision. Elle ouvre la voie a la définition de fonctions au sens mathématiques
opérant sur ces termes.

Les termes définis ici ont au moins deux écritures: une écriture « syntaxique »
qui permet de donner un sens au terme en le lisant, comme s:= v qui est la
définition de s par v, et une écriture « uniforme », c’est a dire identique pour tous
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les termes, comme {s,v}s. La premiére forme est proche du programmeur alors
que la seconde est proche de la machine.
Voici la définition des termes des A\-matrices:

— soient D I'ensemble des données manipulées et Op 1’ensemble des opérateurs
qui s’y rapportent®;

— soient N I’ensemble des entiers naturels, I ’ensemble des symboles, O I’en-
semble des opérateurs composé de I’ensemble des opérateurs spéciaux Qg et
de I'ensemble des opérateurs sur les données Op ;

— soit C 'ensemble constructeur tel que C=NUDUTIU O;

— soit X ’ensemble des éléments des A-matrices, dénommeés acteurs, défini plus
bas;

— soit Gy, = {C1,C5,...,C,} un élément de I'ensemble des acteurs énu-
mérés tel que C1,Cy,...,Cp ¢ Gyp®, Card(Gy,) = n et tel que ou bien
C,Cy,...,Ch,e X,oubienn=1et C; € C;

— soit I, = {1,2,...,n} ensemble des index de N jusqu’a n tel que I, C N*;

— soit Gy, le graphe de la famille de Gy, indexée par I, par la relation
tn = {Ln, GNpn, Gnin}- Gyip est de la forme {(1,C), (2,C5), ..., (n,Cp)} et
on écrira {C1,Cy,...,Ch} ou Cp % ... x Cyx Cy;

— soit Gy 'ensemble des acteurs énumérés et indexés Gy, pour tout n € N*.
On a Gnr = UnEN* GNIn;

— soit T I’ensemble des types tel que T= {T, L, a, p,d, 0, 3, 0, t, 1, U} ;

— a chaque élément de Gy, on associe un type de T pour obtenir les ensembles
G’NITt IlOtéS {Cl, 02, ceey Cn}t 3

— on définit Gy, 'ensemble des acteurs énumérés, indexés et typés tel que
Gy = UtET Gpyrre- On a par définition X C Gyyr;

— on définit A I’ensemble des atomes de X comme un sous-ensemble de X’ par
I'union des ensembles suivants:

4. Ces opérateurs doivent doivent avoir certaines propriétés, comme nous le verrons par la
suite.

5. Cette condition est tres importante car c’est elle qui élimine les cycles dans la structure des
matrices.

10
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4.2 Définition

nom syntaxe | définition

donnée {reD | z={d}i}
entier L,2,... |[{zeN | z={n}l}
indéfini | L {0}

opérateur | +, — {re O | z=1{o}s}
sur-défini | T {0}~

symbole | foo,baz | {z €T | z={s};}

pour tout n € N, d € D, s € T et 0 € 0. On remarque que les atomes sont
des ensembles énumérés, indexés et typés dont les éléments n’appartiennent
pas a X;

on définit les objets suivants comme des sous-ensembles de X :

nom syntaxe définition

alternative | ¢ — a, s {zreT | z={ca,s}a}
application | o(a1, ..., ax) |[{z €P | z={o,a1...ax}s}
définition n:=v {reF | z={sv}4}
extraction | v-i {zef | z={v,i}s}

flot e fuc {r eS8 | z={ec}s}
vecteur [ Z.,lc. ] {z eV | z=A{a,...,a}s}

pour tout n € Z, a,aq,as,...,a5,¢e,1,85,v € X, 0 € O. Les objets sont des
ensembles dont les composantes sont des éléments de X7 ;

onaX =AUFUTUSUEUPUY, I'ensemble des acteurs, termes des
A-matrices (cf. exemple B) ;

on appelle systéme les éléments de ’ensemble )V de X';

on appelle acteur figé un élément d’un sous-ensemble des acteurs X noté
X =V + A—T composé des vecteur et des atomes sans les symboles, et
dont tous les éléments sont des acteurs figés;

on appelle acteur neutre un élément d’un sous-ensemble de X noté X, =
V+ P+ A— T composé des vecteurs, des applications et des atomes sans
les symboles, et dont tous les éléments sont des acteurs neutres. Les acteur
figés sont un sous-ensemble des acteurs neutres.

6. Par convention, les opérateurs associent & droite, ce qui signifie que a fpy b foy ¢ doit se lire

a fby (b fby C).
7.Dans ce qui suit, la notation f(ai,as, ..., ar) représente une application et
flai,as,...,a;) son résultat. Certain résultats seront notés sous une forme abrégée comme

freu qui représente f(u, E).

11



5 ENVIRONNEMENT 4.3 Applications de bases

4.3 Applications de bases

Cette définition des termes algébrique permet d’élaborer un premier jeu d’opé-
rateurs, ou applications, de base. Leur caractere primitif provient du fait qu’ils
sont issus directement de la structure des termes des A-matrices.

Pour tout acteur x = {c1,¢a,...,ct}t € X,k € N*, on définit les applications
suivantes :

— Type: retourne le type d’un acteur.

7(): X —T | | (5)
T(z) =t

— Dimenston: retourne la dimension d’un acteur.

[[: X —N [ ] (6)
1,siz e A,

[ =q X il
=1

siz={c,co,...,cn}t ¢ A

La dimension d’un acteur peut étre directement assimilée a la place occupée
lorsqu’il sera représenté en mémoire. Pour simplifier, on remarque que la
dimension des données vaut 1. En fait, elles doivent avoir une dimension
constante. Cette constante devient alors la dimension des atomes.

— Indez: retourne l'acteur ayant une certaine valeur d’index inclus dans un
acteur, ou L si I'index est trop élevé.

0G):NxX — X | | (7)

56, %) = L,sii>n ou €A,
) Ciysit<noet zeX— A

D’apres les définitions précédentes, on notera que tout élément de X possede
un type et une dimension uniques. La dimension des atomes vaut 1, alors que la
dimension des objets est égale a la sommes de la dimension de leur composantes
augmentée de 1. De plus, tout objet de X peut étre indéxé: la valeur indexée est
elle-méme un élément de X.

5 Environnement
D’une maniere heuristique, un environnement est une structure permettant

de contenir des associations entre un nom et une valeur. Des lors, partout dans
cet environnement, il est possible d’utiliser le nom comme un synonyme de la

12



5 ENVIRONNEMENT 5.1 Outils

valeur. Lorsqu’un environnement est contenu dans un autre, il est appelé « sous-
environnement » ou « environnement fils »; les associations de I’environnement
parent sont accessibles dans le sous-environnement, mais ’inverse est faux.

Des qu’il existe la notion de hiérarchie des environnements, la liaison des don-
nées peut étre dynamique ou statique. La premiére est utilisée dans le langage LISP ;
elle ne permet pas une compilation efficace [ASU86, FM91, Jon87|. Nous lui pré-
férerons la seconde, utilisée dans le langage SCHEME et ses dérivés [ASS87, CRI0]
(cf. complément A.1). Dans le cadre de la liaison statique, les variables libres de
la valeur associée a un nom sont liées dans ’environnement de la valeur et non
dans I'environnement ou elle est utilisée.

5.1 Outils

Cette section présente le matériel de base utilisé pour la définition des envi-
ronnements. Ces outils permettent d’établir des dépendances entre acteurs basées
sur I'inclusion, définie ci-dessous.

— Appartenance > : un acteur appartient a4 un autre lorsqu’au moins un index
permet de 1’obtenir.

Ve,y € X,
x = y<& Ik, ke, ... k, EN;n € N* | (8)
d(k1,y)=...=d(kn,y) = x.

— Inclusion > : un acteur est inclus dans un autre lorsqu’il existe au moins une
liste d’acteurs en relation d’appartenance permettant de lier le premier au

dernier.
Vz,y e X,
Ty Iz, 20,2, EX,NEN | (9)
x tzlazl EZQ""’Z’IL ty’

Par définition, 21, 2, ..., 2z, forment un chemin de z dans y. Notons que les

chemins sont des éléments des acteurs énumérés et indexés Gyy.

Les acteurs ne peuvent créer des cycles dans leur structure, car un acteur ne
peut s’appartenir lui-méme (cf. preuve C.1).

5.2 Définitions

Les outils de base introduits dans la section précédente permettent maintenant
de définir les éléments de ’ensemble des environnements.

1. Dans I’ensemble des chemins Gy, il existe un sous-ensemble d’éléments dont
les composantes sont des vecteurs; cet ensemble I' est ’ensemble des enwi-
ronnements tel que E = {vy,vq,..., 0} € T = Vi € [1,k], 7(v;) = ¥, qui est
le type des vecteurs.

13



5 ENVIRONNEMENT 5.3 Valeur associée

2. Si z1,29,...,2,,y est le chemin de = dans y et y € V et 21,29,...,2, ¢ V
alors y est 1’environnement immeédiat de x dans y.

3. Si z1,29,...,2,,y est le chemin de = dans y et y,z, € V, avec a € [1,n], et
21529, - -y Za—1s Zatls - - -5 2n & V alors zoxy est Ienvironnement de x dans y.
4. Si 2y, 29,..., 2,y est 'environnement de x dans y, alors zi, 2, ..., 2, sont

des sous-environnements de y et y est leur environnement parent.

Par abus de notation, il est convenu que ’ensemble des vecteurs est un sous-
ensemble des environnements V C I'.

5.3 Valeur associée

Etant donné un environnement et un symbole, il est possible de déterminer la
valeur associée a ce symbole dans cet environnement. Cette recherche de la valeur
associée se fait de maniere apparemment récursive. En fait il s’agit d’'un processus
itératif, dans le sens ou la totalité du probléeme se réduit en la résolution d’un
probléeme plus simple (cf. complément A.2). Voici la définition de cet opérateur :

p(,) I xI — X | | (10)

p(s,E*[ . ]) (vecteur)

Va, Sl ¢; = s:=v;,Vi € [a,a +n|,n €N,
p(s, E), sinon,
p(s,L)= 1. (indéfini)

On remarque que si un environnement associe plusieurs fois le méme symbole,
c’est la premiere définition — celle qui a I'index le plus faible — qui est prise en
compte.

Il est intéressant de noter que seule les définitions incluses directement dans les
environnements sont prises en compte. Si une définition est située dans un autre
objet, elle est correcte dans sa syntaxe car I’objet décrit appartient a X', mais n’a
pas de sens dans la mesure ou la définition ne sera jamais prise en compte.

La recherche d’une valeur associée a un symbole se termine toujours, soit par
la valeur associée, soit par L (cf. preuve 7).

De plus, si une variable est liée dans un environnement, elle I’est identiquement
dans I’environnement étendu a droite, ce qui s’écrit :

VE,Fel,VseZ p(s,E)=u# L= p(s, FxE) =u. (11)

Cette propriété est la base de la modularisation des A-matrices car les variables
liées dans un module restent liées aux méme valeurs dans un systeme utilisant ce
module.
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5 ENVIRONNEMENT 5.4 Environnement associé

5.4 Environnement associé

On définit ici un opérateur qui permet de retrouver I’environnement de dé-
finition d’un symbole utilisé dans un environnement. Cet opérateur sera utilisé
pour effectuer des liaisons statiques plutot que dynamique (cf. complément A.1)
en évaluant les valeurs associées aux symboles dans leur environnement d’origine
plutét que dans I’environnement du symbole. Sa définition est :

u(,):IxT—T | | (12)

(s, E*lc ] (vecteur)

SlIlOIl

o
l ],si Ca = s:=v,Va € [1,k],
J_. (1ndeﬁn1)

1(s, L)

Pour que les Ad-matrices soient a liaison dynamique plutot que statique, il suffit
de changer la définition de cet opérateur en

u(s,B)=E Vs e Z,VE €T. (13)

Ainsi, environnement courant de la valeur associée au symbole s est I’envi-
ronnement courant de s, ce qui provoque une liaison dynamique.

5.5 Variable libre

On appelle variable libre s dans un environnement F toute variable telle que
p(s, E) = L.

Une A-matrice contenant des variables libres est dite incompléte (cf. définition
6.5). Une telle matrice est un module destiné & étre incorporer dans des systeémes
ultérieurement, a des fins de structuration ou de réutilisation. Les variables libres
devront alors étre définies dans le systeme hote, ou dans le cas contraire, I’ensemble
forme un autre module (cf. section 7). Seuls les systéemes complets peuvent étre
résolus.

5.6 Environnement courant

Cette section et la suivantes servent de transition pour introduire les opérateurs
dynamiques. Ainsi, les principes qui y sont décrits ne seront pas utilisés ailleurs.
Cependant, ces notions sont tres importantes.

A tout terme inclus dans un systéme, on peut associer un environnement dit
environnement courant. Le résultat de cette association forme un couple dont les
éléments appartiennent a un ensemble noté X.I".
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6 OPERATEURS DYNAMIQUES

Voici la définition de la relation:

€,): XxT — XTI | | (14)
€(u, B) =u.E,Yu € A, (atome)
e({ery ooy ity B)
= {e(er, '), ..., e(ck, ') }+. E,
avec E' = Ex{cy,...,c}s, (vecteur)
ou E' =E. (défaut)

Comme les acteurs ne forment pas de cycle (cf. définition 4.2), on en déduit que
toutes les composantes d’un systeme donné a un environnement courant unique.

6 Opérateurs dynamiques

De maniere a joindre a chaque acteur son environnement courant, la méthode
utilisée dans la section précédente est de modifier la structure de chaque acteur
pour lui accoler son environnement courant. Ici, une autre méthode va étre utilisée.

En effet, plutot que de modifier une A-matrice pour adjoindre & chaque terme
son environnement courant, le formalisme utilise des opérateurs dits « dyna-
miques » a deux parametres: un acteur et son environnement courant. Ce dernier
est construit au fur et a mesure : lorsqu’un vecteur est traité, chacune de ses com-
posantes sont traitées dans l’environnement étendu par le vecteur. La définition
générique des ces opérateurs est :

dyn: X xI'x ... — X | | (15)
dyn(u, E,..) = f(u, E,...),Yu € A, (atome)
dyn({ci,...,cx}i, E, ...)

= f({dyn(c1, E', ...), ....;dyn(ck, E', .. ) }+, E, ...),
avec E' = Ex{cy,...,ck}s, (vecteur)
ou E' = E. (défaut)

ou f est une fonction dépendante de I'opérateur dynamique. Ainsi, dans tous
les cas, ’environnement courant est E, le second parametre de la fonction f.

6.1 Réduction

L’opérateur de réduction réduit les applications. Il est une primitive de 1’opé-
rateur d’évaluation décrit dans la section suivante. Sa définition est:

Q:P— X | | (16)
qu =1, (défaut)
qo(ay, ag, ..., a;) (données)
=o(A,ak,, Ayak,, ..., A, aky = z,
Yu e X,
Ve e D+ {Ll}.

16



6 OPERATEURS DYNAMIQUES 6.2 Evaluation

L’ensemble de données doit étre distinct des autres ensembles: en effet, si cet
ensemble était par exemple identique a l’ensemble des symboles, le résultat des
réductions risqueraient de corrompre le systeme.

6.2 Evaluation

L’opérateur d’évaluation peut étre vu comme donnant une « valeur » aux termes
des A-matrice. Il prend une « photographie » du systéme a un instant donné. Il en
résulte une perte d’informations par rapport au systeme initial, qui lui contient
des valeurs, et leur mode d’obtention.

La définition de 'opérateur d’évaluation est la suivante:

A XxT— X | | (17)
Apa,si Ajc# L,
A, s, sinon,
A, o(ay, ag, ..., ar) (application)
= <o(ay, as, ..., a),
x = (atome)
s:=v= A_v, (définition)
u-i extractlon)
(AL i, Aju),si AjueV
1, sinon,
Ayefye= Age, (flot)
AE s= A, v, (symbole)
avec v = p(s, E) et B, = p(s, E),

A, c
AE[.C}. ] = l e ], (vecteur)
Ck A

(alternative)

AEC—ML,s:{

E 7

E

A
A
A

E

avec B’ = E*[ . ]
Ck

Remarquons que I’évaluation d’un symbole dans un environnement peut ne pas
se terminer. En effet, un cycle peut étre crée. Nous montrons plus bas comment
le critere de calculabilité détecte ces cycles (cf. définition 6.5)

Dans le cas de I’évaluation des symboles, le fait que I’évaluation de la valeur
associée au symbole se fasse dans l'’environnement de définition du symbole E,
et non dans l'environnement E d’utilisation du symbole et la caractéristique qui
implique que les A-matrices sont a liaison statique [ASS87] (cf. complément A.1).

Le codomaine de I’évaluation est I’ensemble des acteurs figés X (cf. preuve 9):

VueX | A,ueX, (18)
v Nju=veV+A-T=2X.

Les kitmes ¢yalués® d’un acteur figés sont identiques (cf. preuve 10), ce qui

s’énonce:
Vue X =>u= A u. (19)

8. Les expressions f*z et (f)*z signifie que ’'opérateur f est appliqué k fois & I'argument z.
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6 OPERATEURS DYNAMIQUES 6.3 Régénération

6.3 Régénération

L’opérateur de régénération construit un nouveau systeme dont 1’état des flots
a été mis a jour. Par analogie avec le modele d’état (cf. section 2), il correspond au
calcul global de toutes les variables d’état pour passer a l'instant suivant. Toutes
les composantes sont régénérées une a une.

V. XX — X | | (20)
V,T =1, (atome)
VEefbyc: Achby VE ¢, (ﬂOt)
Vg{c,co,...,cn}r  (objet)

= { VE C1, VE Coy-eny VE Cn}t;
vEI Cl

C1
\v [ o ] = [ . ], (vecteur)
k vEI ck
/i C1
avec F/ zE*[ ]
Ck
Remarquons que la régénération d’un flot produit un flot dont 1’état est 1’évalué
du contrat et dont le contrat est son régénéré. Ainsi, la régénération d’un acteur
produit un acteur de méme structure qui differe seulement par la valeur des états
des flots.
L’évaluation du contrat dans la régénération du flot permet de placer une valeur
contemporaine au pas de régénération, et donc de réaliser un retard unitaire. La
régénération d’un flot pourrait étre

VEefbyC:Cfby Ve G (21)
qui réalise alors un simple changement d’expression du flot.

v
On appelle 'environnement régénéré de E noté E I’environnement défini par:

VEE€T | E=ey*...xea%e; =eq_p,

v \v4 v \4 \4

E=énx...x €3k €1=€1_, | (22)
v

€a= V. ._, €aVa € [l..n].

La valeur associée a un symbole dans un environnement régénéré est égale
au régénéré de cette valeur dans I'environnement d’origine (cf. preuve 8), ce qui
s’énonce :

VE €T,
w(s, B) =B, # L } . { w(s, E) =E, (23)
pls, B)=v# L p(s, B) = Uy, v.

L’environnement régénéré permet de considérer I’environnement d’un acteur
aprés une régénération global du systeme.
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6.4 Résolution

L’opérateur de résolution permet 1’écriture d’une équation de point-fixe dans
le formalisme des A-matrice. Il régéneére un systeme tant qu'une condition limite
n’est pas atteinte. La durée de ce processus est inconnue et elle peut étre infinie.
Ce processus n’est donc pas borné en temps. Par contre, si le systéeme est bornée
en temps, chaque étapes de la résolution 1’est aussi. La définition de cet opérateur
est:

P XXN XD —X | | (24)
s-z’ti—>L,|>'v Vg S-

T E

>.s= A,

L’évaluation du systéme est forcée dans I'expression de la condition de 'alter-
native, réalisant ainsi les sorties. La définition de cet opérateur est écrit de maniere
a étre un acteur des A-matrices. Il suppose que les opérateurs de résolution > et
d’évaluation A sont des éléments des opérateur spéciaux, donc accessibles au
concepteur du systeme.

L’opérateur de résolution engendre un processus itératif, stable et non borné
en temps (cf. complément A.2).

6.5 Complétude

La complétude vérifie qu’a tout symbole appartenant a un systeme, autre que
le nom d’une définition, correspond une valeur dans son environnement courant
(cf. preuve 11), ce qui s’énonce:

VUGX,A[(U,J_) =1

=>VseZ | s=u,s¢ F,p(s,E)# L. (25)

ou FE est I'environnement courant de s dans wu.

Pour détecter ’absence de définition, nous parcourons ’ensemble des compo-
santes d’un systeme en mettant a jour I’environnement dynamique qui leur est
associé. Nous recherchons les symboles qui se trouvent ailleurs que dans une défi-
nition ; si la recherche de la valeur associée a ce symbole échoue, c’est a dire qu’il
s’agit d’une variable libre, le critere est annulé.

La définition du critere est donc:

ANG): X xT —s {01} | | (26)
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6 OPERATEURS DYNAMIQUES 6.6 Détecteur de cycle

Az, E) =1, (atome)
N(s:=v,E)=A(v,E), (définition)

Al({617627 "'7Cn}t7 ) I:I Al(C“ )7 (Ob-]et)

0, si )
Moy = { DB =L iy
k
Al([ i,lc ]’E) = _1:11 Ay(ci, E'),  (vecteur)

avec E’zE*[ a ]
Ck

Pour tout acteur complet dans un environnement, si son évalué existe?, il est
complet (cf. preuve 19), et que si son régénéré existe, ils est complet (cf. preuve
12), ce qui s’énonce:

VueX | I A,ueX I vy, uel,

AN(A, u, F)=1,
M B) =12 | MAeE) (27)
A(Veu, B) =1.

Nous en déduisons que la complétude se conserve au cours des régénérations.

6.6 Détecteur de cycle

Nous présentons ici un opérateur a valeur booléenne permettant de savoir si un
cycle symbolique est créé dans un acteur sur un symbole dans un environnement
(cf. complément A.3.3). Cet opérateur est une primitive du critére de calculabilité
décrit dans la section suivante.

Nous avons:

(’7

Y

)IXXXF—>{01} | (28)
(s,z,E) = (atome)
(s, s:==v E) v(s,v, E), (définition)

Y(s, € foy €, E) v(s,e, E), (flot)
(
(

2

=2

S, {ClaCQa" Cn}taE) = _HlfY(SaCiaE)a (Ob.]et)

1=

»

" E) symbole)

2

?

C1
s
Cn

Vecteur)

s
0, si s’ =s,
ol s p s, E), u(s', E)), sinon,

C1

_ { Il lfy(s ¢i, B, si p(s, [ o ]):J_,

1, sinon,
avec B’ = E*[ o ]

9. La clause d’existence est nécessaire car un acteur complet n’est pas forcément calculable,
ce qui signifie que son évalué peut ne pas exister, et donc son régénéré non plus.
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Aucun évalué s’il existe ne crée de cycle sur un symbole dans un environnement
(cf. preuve 13), et que si aucun cycle n’existe sur un symbole dans I'acteur d’un
environnement, alors aucun cycle n’existe non plus sur ce symbole dans le régénéré
de l'acteur dans I'environnement régénéré (cf. preuve 14).

6.7 Calculabilité

Une A-matrice est calculable lorsqu’elle est complete et qu’elle ne contient pas
d’équation de point-fixe. Une équation de point-fixe est créée lorsque la valeur de
la définition d’un symbole utilise ce symbole, comme dans z:= f(z) (cf. exemple
B.3.2), formant ainsi un cycle symbolique. Les flots, cependant, peuvent créer
des cycles symboliques avec leur contrat, décrivant ainsi une équation récurrente.
Autrement dit, I’évalué d’une A-matrice calculable existe (cf. preuve 15), ce qui
s’énonce :

Vue X, A(u, B)=1=3 A, ue X. (29)

La définition de ce critere s’appuie sur I'opérateur de détection de cycle vu
précédemment, rendant sa définition particulierement simple :

A(y): X xT —{0,1} | | (30)
Ac(z, E) =1, (atome)
Ac( s:=wv,E) (définition)
_ { Ac(v, E), si y(s,v, E) =1,

0, sinon,
Ac({c1, e, oy en b, E) = .]:[1 Ac(c, E), (objet)
) =
Ac([ il ],E) = II Ac(c;, E'), (vecteur)
k i=1

avec E’zE*[ a ]
Ck

Pour tout acteur calculable, son évalué est calculable (cf. preuve 19) ainsi que
son régénéré (cf. preuve 16), ce qui s’énonce:

A(A u, E) =1,

A(V,ou, E) = 1. (31)

Vue X, A(u, B)=1= {
Nous en déduisons que la calculabilité se conserve au cours des régénérations.

6.8 Norme

La norme d’un acteur s’apparente a sa dimension. On peut l'assimiler a la
phrase « quelle sera la dimension mazximale de [’évalué de ... » . Par définition,
la norme d’un acteur non calculable dans un environnement est infinie. Voici sa
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6 OPERATEURS DYNAMIQUES 6.9 Stabilité

définition :

o(,): XxT— N | | (32)
o(c = a,s, E) =sup(o(a, E) o(s,E)), (alternative)
o(ay, 0,2, oo ar), B) = (application)

(
(
o(z, ) (atome)
(s:
(u

Q

Q

v, ) =o(v,F), (définition)
-4, F) (extraction)
{llp( (Ci:El))asii¢N7 } . [Cl ]
i=1 siu=| ... |,
— o(6(i,m), E"), sinon,
o( p(u, E) i, pu(u, E)), siu €I,
1, sinon,
olefoyc, E) =0(e, E), (flot)
o(s,E)=0(v,E,), (symbole)
avec v = p(s, E) et B, = p(s, F),
a([ 2 ],E) = ijl o(ci, E'), (vecteur)
avec B = E*[ o

Q

Ck

La norme d’une alternative est la plus grande norme de la clause « si » et de la
clause « sinon ». Ainsi, la norme d’une alternative est toujours supérieure au sens
large a la dimension de son évalué.

La norme d’une extraction est plus complexe. En effet, il faut d’abord considé-
rer le fait que seul 'extraction d’un vecteur ou d’un symbole représentant en final
un vecteur est sémantiquent corecte. Si le module de I’extraction est un symbole,
on remplace le symbole par sa valeur. Si le module n’est ni un symbole ni un
vecteur, la norme de I'extraction n’est pas définie.

Si le module est un vecteur, 'extraction peut étre déterministe, c’est le cas
ou l'index est un entier ou indéterministe dans les autres cas. Si I'extraction est
déterministe, sa norme est la norme de la composante dans son environnement. Si
elle ne I'est pas, sa norme est la plus grande norme de toutes les composantes du
vecteur. Cette propriété est utilisée pour la définition du critere de la stabilité (cf.
section 6.9).

6.9 Stabilité

Un systeme est stable lorsqu’il est calculable et que la dimension de son régé-
néré est inférieure a sa dimension (cf. preuve 24):

Yue X,VE €T,

A, B) =12 Ju| > |7yl (33)

En regle générale, un acteur est stable lorsque toutes ses composantes sont
stables. Pour les flots, la condition supplémentaire est que la norme de son état
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doive étre égale a la norme de son contrat et que son état soit un acteur figé. Ainsi,
la dimension du flot au cours de régénération diminue.

Les alternatives doivent avoir des clauses appartenant aux acteurs neutres et
dont les normes sont identiques. De ce fait, leur évaluation produit toujours un
acteur de méme dimension, quelquesoit la valeur de la condition. Cette proprieté
se conserve au cours de régénérations.

Pour que les extractions produisent un résultat déterministe, la condition est
que leur valeur d’index soit un entier. Alors se sera toujours la méme composant
de I'indéxé qui sera sélectionnée.

Nous obtenons donc la définition :

As(,): X xT —{0,1} | | (34)

As(c = a,s, E) (alternative)
1,sia,s €X,etola,E)=o0(s,E),

0, sinon
Ag(z, ) (atome)
As(u, E), sii € N, .
As(u-i,E) = { 0, sinon, (extraction)
As(e fbyc E), (flot)

B { Ay(c,E),sie€ X et o(e, E) > o(c, F),

0, sinon,
Aslfer, ezt B) = [T Au(ei B), - (objet)
As( 2 ] E) = Z]_[1/\ (cZ,E') (vecteur)
avec B = E*[ . ]

Pour tout acteur stable dans un environnement, son régénéré est stable dans
Ienvironnement régénéré (cf. preuve 26), ce qui s’énonce:

As(ALpu, E) =1,
Vu € X, As(u, E)=1= v (35)
As(Vyu, E)=1.

Nous en déduisons que la stabilité conserve au cours des régénérations.

6.10 Propriétés

Ces propriétés sont vraies pour tous les criteres.

— si un critere est vérifié dans un environnement, il I’est aussi dans cet envi-
ronnement étendu a gauche:

A(u,E)=1= A(u, FXE, (36)
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7 CONSTRUCTION DES SYSTEMES

— si un critére est vérifié pour un systeéme, il ’est pour son évalué'?:

A(u, E)=1=A(A,u,E)=1 (37)

— si un critere est vérifié pour un systeme, il I’est pour son régénéré :

Au,E)=1=A(vV,u,E)=1 (38)

— si un critere est vérifié dans I’environnement vide, il I’est pour tous ses régé-
nérés dans le méme environnement :

Alu, L,=)1=A(v, u, L, (39)
)

Ainsi, si la description d’un systeme vérifie un criteére, sa résolution le vérifie
aussi. Par exemple, si un systeme est stable, sa résolution I’est aussi, ce qui signifie
que le processus de calcul engendré par le systeme a une occupation en mémoire
constante. Il en va de méme pour tous les criteres.

7 Construction des systemes

Les A-matrices sont un outil puissant de structuration des systemes. En effet,
elles permettent de concevoir des modules séparément, et de les rassembler par la
suite de maniere a former un systéeme complet et autonome.

Un module peut étre vue comme une A-matrice indépendante connectée a
d’autres dans un environnement de travail. La connection mise en ceuvre permet
d’établir deux sortes de liens:

— Les liens allant de '« extérieur vers l'intérieur » du module. Ils sont assimi-
lables aux parametres des fonctions des langages traditionnels. Les A-matrices
ne possede pas quant A elles un tel mécanisme d’abstraction!!. Ce type de
liens est donc établi par la présence de variables libres dans un module, qui
trouveront leur valeur dans le systeme qui les intégrera.

— Les liens allant de I’« intérieur vers I’extérieur » du module. Ils correspondent
a la waleur de retour des fonctions. Dans les langages traditionnels, une
fonction ne possede qu'une seule valeur de retour. Cette contrainte est trop
limitative dans le cadre d’utilisation des A-matrices, destinées a représenter,
entre autre, des circuits numériques aux bus paralleles. Cette connection de
I'intérieur d’'un module vers I'extérieur est établie, dans les A-matrice, par
I'objet d’ « extraction ». Ainsi, il est possible de concevoir un module ayant
plusieurs sorties.

10. 1l faut rajouter la clause d’existence pour le critére de complétude.
11. L’abstraction des A-matrices est 'un des objets du langage A-flot qui en est sur-couche
syntaxique.
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9 CONCLUSION

Un module posséde en général des variables libres destinées a établir une
connection rentrante. Il est donc utile de concevoir une matrice d’interface per-
mettant le changement de nom de ces variables libres, et ceci afin de permettre
d’utiliser plusieurs fois le méme module dans un méme environnement. La mise en
place de cette interface de connection est ’objet du langage A-flot, qui n’est pas
décrit ici.

Possédant des variables libres, un module n’est pas complet, ce qui entraine
qu’il n’est ni calculable ni stable ni mesurable. Il est donc aussi utile de modifier
le critere de complétude de maniere a ce qu’il tienne compte de la possibilité de
parametrer d’'une matrice; il fera alors une différence entre un parametre et une
variable libre. Seules ces dernieres annulent alors la complétude. Deés lors, il est
possible de calculer les critere d’'un module séparément du systeme hote.

8 Vers une architecture matérielle

L’implantation sur une architecture matérielle des A-matrices est grandement
facilitée car le formalisme est en fait assez proche des architectures. Cependant,
pour une implantation efficace, il sera nécessaire d’apporter un certains nombre
d’optimisations:

— compilation symbolique visant & remplacer les symboles par des adresses en
mémoire.

— régénération partielle ne modifiant que 1’état des flots sans régénérer tous le
reste;

— évaluation paresseuse par I'implantation d’'un indicateur d’évaluation pour
chaque objet ;

De plus le parallélisme apparait naturellement : entre deux régénérations, tous
les calculs peuvent étre effectués en parallele. La structure méme des A-matrices
permet d’éviter les conflits d’acces aux ressources. Le seul risque est de calculer
plusieurs fois la méme chose, inconvénient partiellement contourné par I'indicateur
de calcul effectué.

Selon les caractéristiques de la matrice, mises en évidences par les criteres,
I'implantation matérielle sera différente. Par exemple, si la matrice n’est pas stable
en mémoire, il faudra prévoir une gestion de la mémoire dynamique de types
glanage de cellules souvent implantés pour les langages de la famille de Lisp. Par
contre, si elle est stable, un gestion statique pourra étre envisagée sur une quantité
de mémoire optimale connue.

9 Conclusion

Les outils dérivés du A-calcul, comme la sémantique dénotationnelle, sont sou-
vent trop puissants dans le cadre de I'objectif a atteindre ici. En effet, les appli-
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cations reposant sur les modeles d’états, et plus particulierement les applications
de traitement de signal, sont tres homogenes quant a leur description et a leur
fonctionnement. L’outil proposé dans ces pages a pour but de limiter la puissance
des outils cités, en offrant une sur-couche bien spécifique.

Cependant, ces limitations ne grevent en rien la capacité a décrire des applica-
tions complexes et modulaires. La modularisation permet d’envisager une compi-
lation séparée et une édition des liens finale des modules, un peu a la maniere des
langages actuels, dont on connait 'importance qualitative qu’ils ont eu en Génie
Logiciel.

Mais l'apport principal est la possibilité de trier les applications par classes,
selon leur caractéristiques. Ces caractéristiques permettent de déterminer le com-
portement de ’application au cours de son fonctionnement, et donc de choisir une
implantation adaptée. Les criteres clefs sont la consommation en mémoire et en
temps de calcul.

Dérivées d’outils proches des mathématiques appliquées, les A-matrices repo-
sent intégralement sur un systéme de preuves formelles. Ce systéme s’appuie sur
une description algébrique de leurs constituants et sur la description fonctionnelle
des opérateurs agissants sur ces constituant.

Une autre voie importante a examiner est 1’exploitation du parallélisme, qui est
clairement identifié et séparé des actions séquentielles. Entre deux régénérations,
tous les calculs peuvent étre fait en parallele avec des proprietés interressantes:
les interblocages sont impossibles et les opérations d’écritures et de lecture dans
la mémoire peuvent étre séparées.
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A ELEMENTS DE CONSTRUCTION

— ANNEXES —

A Eléments de construction

A.1 Liaison statique ws. liaison dynamique

Cette section montre la différence entre la liaison statique et la liaison dy-
namique dans les environnements des A-matrices sur un exemple. Considérons le
systeme S':

a:=3
b:=a

g

Dans le sous-environnement de S, le symbole a de I'application est synonyme
de 3 ou de 4, selon la nature de la liaison. Evaluons ce systéme:

|

fen

Par définition, I’évaluation d'un symbole est A, s = A, v, avec v = p(s, E)
et B, = u(s, E).

L’expression A, a vaut sans ambiguité 3 qui est la valeur associée a a dans
I'environnement S. De méme, pour A, a on obtient 4 qui la valeur de a dans S'.

Dans le cas de A, b, nous obtenons comme valeur associée le symbole a.
Donc A, b= A, a. Silenvironnement E est identique & S’, nous aurions comme
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A  ELEMENTS DE CONSTRUCTI(RNnction récursives vs. fonctions itératives

résultat final la valeur 4 qui est la valeur associée a a dans S’. Si E est égale a
S, nous avons comme résultat final la valeur 3 qui est la valeur associée a a dans
I’environnement S.

Dans le premier cas, nous avons une liaison dynamique, c’est a dire que 1’éva-
luation d’un symbole est 1’évaluation de sa valeur associée dans ’environnement
de ce symbole. Par contre, dans le second cas, nous avons une liaison statique, c’est
a dire que I’évaluation d’un symbole revient a 1’évaluation de sa valeur associée
dans I’environnement de définition de ce symbole.

Dans les A-matrices, E vaut p(s,S’) qui est S. Nous avons donc une liaison
statique.

Une des différences importante entre les deux types de liaison provient de I'uni-
cité de ’environnement de définition et de la multiplicité de I’environnement d’uti-
lisation. Dans le premier cas, I’'unicité permet une compilation qui par définition
est statique, alors que dans le second cas, la multiplicité impose & la compilation
de conserver ce caractere multiple, et donc d’étre moins efficace.

A.2 Fonction récursives vs. fonctions itératives

Nous montrons comment on peut formaliser les fonctions récursives et itératives
et quelles sont les conséquences sur la consommation en mémoire des processus
respectifs engendrés.

Une fonction récursive est une fonction dont I’évaluation du résultat est une
fonction de cette fonction, comme dans:

f(z) = g(h(z), f(i(2)))
Par exemple, le célebre exemple de la factorielle donne:
nl=n=0—1,n.(n—1)

dans lequel la fonction g joue le double role de condition d’arrét et de multi-
plieur.

Remarquons que la fonction i transforme z, sans quoi nous aurions une équation
de point-fixe de type x = f(z). La fonction h transforme z et le garde en réserve
pour l'intégration effectuée par la fonction g.

Le probleme inhérent a 1’évaluation de fonction récursive est la consommation
indéterministe de ressource. En effet, le fait que le « probléme » f(x) se traduit
en un sous-probléme g(«, f(5)) oblige la conservation de la valeur «. Dans les
cas simples, il existe des moyens de convertir une définition de fonction récursive
en fonction itérative, comme on peur le voir dans [ASS87]. Mais ces moyens ne
peuvent étre appliqués qu’au coup par coup, selon le probleme a traiter.

La définition d’une fonction itérative repose sur le modele :
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Dans ce modele, le probleme f(z) se résume en un sous-probleme f(«a). Ce
processus n’est toujours pas déterministe en temps, mais il I’est en consommation
de ressource. Par exemple, en reprenant la définition de la factorielle, on obtient :

nl = f(n,1)

avec la fonction itérative :

f(n,r) =n;0—>r,f(n— 1,7 xn)

A.3 Dépendances symboliques

Dans cette section nous décrivons un outil graphique pour représenter les liens
symboliques entre les différents éléments d’un systeme. Cet outil a été utilisé pour
concevoir le détecteur de cycles (cf. section 6.6).

A.3.1 Définitions

Cet outil permet de représenter le nom des définitions, les dépendances entre
ces noms, produites par un flot ou non, et les environnements ainsi que leur hié-
rarchie.

— les définitions sont représentées par le nom de la définition entouré d’un
cercle;

— les liens simples par une fleche entre deux définitions;

— les liens crées par le contrat des flots sont représentés par une fleche en tirets ;
— les environnements sont des rectangles entourant des définitions;

— les définitions anonymes sont représentées par un gros point noir;

— l'appartenance d’un environnement a un autre est représentée par une fleche
arrivant a ’environnement fils.

A.3.2 Exemples

Cette représentation ne s’attache qu’aux symboles et a leur utilisation. Il est
donc normal que plusieurs acteurs puissent étre représentés de la méme maniere.

Ainsi la figure 4 présente un exemple simple de dépendance symbolique sans
flot ni sous-environnement. Par exemple, la valeur associée a la définition de s;
utilise de maniére directe les symboles s, et s3. Dans ce contexte, si la valeur de
s1 utilise de maniere directe le symbole s;, un cycle symbolique est créé.

Dans la figure 5 on apercoit une hiérarchie d’environnements. Dans une hié-
rarchie, les dépendances symboliques ne peuvent étre que dans le sens contraire
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@ 811=f(32, 33)
@ Syi=q

@ S1 3=9(52)

Fi1G. 4 - Dépendances symboliques dans un seul environnement, sans flot.

Gy) -
@’ i-® 8222:3

Fi1c. 5 - Dépendances symboliques entre deur environnements.

a la hiérarchie. Par exemple la valeur associée a s3 « voit » les symboles s; et so,
mais ces derniers n’ont pas acces a s3.

Dans la figure 6 nous avons deux dépendances symboliques dues au contrat d'un
flot, apparaissant en tirets. Le contrat des flots peut créer des cycles symboliques
car il s’agit alors d’une équation récurrente et non d’une équation de point-fixe.

51:1=82 fby f(Sl, 82)
So =«

Fi1Gc. 6 - Dépendances symboliques dues au contrat d’un flot.

La figure 7 nous montre un flot dont le contrat crée un sous-environnement.
La figure 8 montre les dépendances lorsque la valeur d’une définition est un
vecteur.

A.3.3 Détection de cycle

Nous présentons ici une méthode empirique pour construire le détecteur de
cycle. On recherche un cycle sur un symbole s pour un acteur v dans un environ-
nement F. On parcourt les composantes de u, et selon les acteurs rencontrés:

1. atome: un atome est acyclique;

2. définition : continuer la recherche dans la valeur de la définition ;
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o<}l & [ — [ 2 ] ]

@ s3:=f(s1, $2)
Fic. 7 - Dépendances symboliques dues au contrat d’un flot via un sous-
environnement.
@ @ ._l (52, s3) ]
S1: =
s3:=03

Fi1Gc. 8 - Dépendances symboliques dues a un vecteur comme valeur d’une défini-
tion.

3. flot : continuer la recherche dans I’état du flot, car le contrat ne crée pas de
cycle;

4. symbole:

— si ce symbole est identique a s, il y a un cycle;

— sinon, poursuivre la recherche dans la valeur associée a ce symbole dans
son environnement associé;

5. vecteur: poursuivre la recherche dans toutes les composantes, sauf si le sym-
bole est défini dans ce vecteur.

Le détecteur de cycle est I'opérateur de base des critéres de calculabilité (cf.
définition 6.7) et de stabilité (cf. définition 6.9).
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B Exemples

B.1 Commentaires sur les acteurs

La définition des termes des A-matrices ameéne un certain nombre de com-
mentaires. Tout d’abord, on remarque que dans la définition méme des termes, il
existe déja un certain nombre de contraintes. Par exemple, une définition est un
acteur constitué d’un symbole et d’un acteur. Ces contraintes sont « statiques »
dans la mesure ou les termes qui ne s’y plient pas ne sont pas des acteurs. Mais il
existe aussi un certain nombre de contraintes dites « dynamiques » ou sémantiques
qui apparaissent dans les opérateurs de transformation définies dans la suite. Ces
contraintes agissent sur les objets des acteurs:

— alternative: elle permet de construire des tests en fonction de la condition.
Elle est constitués d’une condition, d’une clause « si » et d’une clause « si-
non »;

— application: le premier terme est soit un opérateur standard défini dans le
formalisme, soit une fonction faisant partie de ’algebre des données, définie
par l'utilisateur. Les autres termes, en nombre variable, sont des acteurs qui
forme la liste des arguments de I’application ;

— définition : permet de donner un nom aux acteurs. Les définitions introdui-
sent la notions des environnements. Le premier terme est un symbole, le
second est un acteur qui représente la valeur associée au symbole ;

— extraction: permet de lire une valeur dans un module. Un module est soit
un vecteur, soit un symbole qui fait rérérence directement ou indirectement
a un vecteur. Il s’agit la d’'une contrainte dynamique, car elle apparait dans
I'opérateur d’évaluation et dans le calcul de la norme. Les extractions jouent
le role des valeurs de retour des langages traditionnels et sont 'une des clef,
avec les environnements, de la modularisation des A-matrices;

— flot: il peut étre plus ou moins assimilé a une variable d’état. Il introduit
I'opérateur de retard unitaire de I’automatisme ;

— vecteur: permet le regroupement dans une structure d’un nombre variable
d’acteurs. Par définition, le vecteur vide n’existe pas. Il joue aussi le role
d’environnement, 'autre clef dans la modularisation des A-matrices avec
I’extraction.

B.2 Eléments des A-matrices

B.2.1 Terme de X

Voici 'exemple d’'un terme des A-matrices décrit sous sa forme syntaxique,
algébrique et sous forme de diagramme.
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[ a:=2
+(a, b)
. a:=>5
Soit S = b1
+(a, b, c)
| b:=13 |
Cette écriture utilise les éléments de X suivants:
S = {ulau25u3au4}ﬁ
u = {CL, 2}d_
Ug = {+7 a, b}ﬁ
us = {’Ul, V3, Ua}ﬁ
Uy = {b, 13}‘1’
v = {CL, 5}&
V2 = {67 7}&

vy ={+,a,b,¢c,d};
On peut maintenant dessiner le diagramme de s:

Fi1c. 9 - Diagramme de S. Les vecteurs sont entourés d’un trait épais. Le type de
I’ensemble est accolé a son nom. Les index des composants n’apparaissent pas.

B.2.2 Systeme

Reprenons I’exemple donné dans la figure 1 en supposant que nous manipulons
des réels, pour simplifier. Pour construire la A-matrice associée, nous créons deux
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définitions, s et ¢. Commencons par la plus simple des deux, c’est a dire s:
s:=F(e, q).

Cette écriture immédiate définit s comme étant ’application de F' a e et ¢. La
variable ¢ est définie comme un flot :

q::OfbyG(ea Q)

Cette écriture est intéressante car elle montre comment les A-matrices per-
mettent de créer des cycles sémantiques en utilisant les symboles. Notons que ces
cycles ne sont valides qu’a travers 'utilisation des flots. La valeur initiale de ¢ a
été fixée a 0. Il ne reste maintenant plus qu’a rassembler ces deux définitions dans
une structure de vecteur pour obtenir le systeme:

s:=F\(e, q)
¢:=0fiy Gle, q) |

Cette matrice est la description du systeme. Avant d’aller plus en avant, on peut
établir ses propriétés en y appliquant les fonctions de critére A(,). Ces fonctions
booléennes permettent de caractériser un systeme. Appelons M le systeme; il
vient :

— complétude: Ay(M, L) =1, car M ne contient aucune variable libre;

— calculabilité: A.(M, 1) = 1, car M ne contient aucune équation de point-
fixe;

— stable: Ag(M, L, 1) =1, car la représentation en mémoire de M au cours
du temps est stable;

Comme le systéme est complet, la premiere transformation que ’on peut ef-
fectuer est la suppression des formes syntaxiques, comme par exemple :=, fp, .
En supposant F' et G des opérateurs primitifs, nous obtenons la A-matrice:

{5’ {F7 €, q}ﬁ}J
{Qa {07 {G, €, Q}ﬁ}E}J ’

Cette A\-matrice est préte a étre résolue. Cette résolution passe par 'opéra-
teur récursif de résolution > qui effectue un certain nombre de régénérations du
systeme. Ce processus s’arréte lorsqu’une des composantes du systeme devient
invalide, cette composante étant passée en argument > .

B.3 Criteres

Ici, nous donnons un certain nombre d’exemples d’acteurs ne vérifiant pas les
criteres.
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B.3.1 Complétude

Rappelons qu’'un systeme n’est pas complet lorsqu’il contient des noms de
variables non-définis dans I’environnement courant, ou dans la hiérarchie des envi-
ronnements parents. Par exemple, le systéme suivant n’est pas complet parce que
la variable x n’est pas définie:

[ s:=1 fp, + (s, 1, x) ]

Dans le cas suivant, =, définie dans un sous-environnement, est inaccessible a
I’environnement parent :

[ si=1fy + (s, 1, x)]

r:=3

Les systemes suivants sont complets car la variable x est accessible dans les
deux cas:

|
|

B.3.2 Calculabilité

3
1

w8
|

fby + (S, 17 l’) ]

Il
w

'Slzlfby + (s, 1, z) ] ]

8

Un systéme n’est pas calculable lorsqu’il contient des équations de point-fixe
qui interviennent lorsque la valeur associée & un symbole dans une définition utilise
ce symbole. Par exemple :

[ s:=4(s, 1) ]
Dans ce cas, le cycle est créé al

D]

’aide de deux variables.

La valeur associée a un symbole doit étre testée dans son environnement.
L’exemple suivant n’est pas calculable, car u établit un cycle dans la définition de

s:
si=| U
T2
u:=s
Par contre, cet exemple est calculable, car il ne s’agit par de la méme variable
s:

I
N

S 1w
Va)

I
—
IS
[
[

Il
®
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Attention, les cycles sont autorisés dans le contrat des flots, comme dans:

[ s:=1 fp, + (s, 1) ]

B.3.3 Stabilité

Un systeme n’est stable que si toutes ses composantes sont stables. Par exem-
ple le systéme suivant est instable car le vecteur interne a sa premiére composante
instable car elle fait indirectement référence a s:

[

u:=s

Remarquons qu’il est aussi incalculable, du fait de son équation de point-fixe.
Le systéme suivant est lui aussi instable, pour les mémes raisons:

[

ui=(s)

Bien qu’étant calculable, ce systeme est instable car le contrat du flot est un
vecteur dont la premiére composante est instable:

[ =la]w ]3]

Ceci est aussi vrai pour ce systéme, bien que I'instabilité apparaisse dans une
application:

L] 27

La, nous avons un systeme incalculable en regard du lien sur s dans 'appli-
cation, mais il est parfaitement stable, car les composantes de ses vecteurs sont
stables :

[ s:=1(s) ]

Le systeme suivant est calculable car le lien a lieu au travers d’un flot, et il ne
contient pas de vecteur aux composantes instables:

[ s:=1fu £(5) ]

Enfin, ce systéme n’est pas stable car les composantes du flots on des dimen-
sions différentes :

a:=1

1
i
f=afyb
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B.4 Applications
B.4.1 Compresseur de données

Cette section proposes de réaliser un compresseur de données extrémement
simple. Ce compresseur recoit un flot en entrée et compte le nombre d’occurrences
d’une méme valeur. Lorsque la valeur en entrée est différente de la précédente, le
compresseur écrit le couple formé par le nombre d’occurrence et la valeur sur la
sortie du filtre. Nous obtenons les flots suivants:

e= <1 5 55 7 7 1 ..>
<l (1,1) L L (5,3) L (7,2) ...>

L’intérét de cet exemple n’est pas dans la méthode de compression, mais dans
le sur échantillonnage de la sortie par rapport a ’entrée. En effet, si les valeurs
d’entrées changent a chaque fois, le flot de sortie aura deux fois plus de valeurs.

Pour réaliser ce compresseur, voici les flots nécessaires:

e= <1l &5 5 5 7 7 1 ...>
el= <1 15 5 5 77 ..>
t= <0 01 1010 ...>
c= <l 1 1 2 3 1 2 ...>
s5= <L 1 1L L 5 L7 ...>
so= <L 1 1L 1L 3 L 2 ...>

ou:

e est la valeur de I'entrée n° 0;

e’ est cette méme entrée, retardée d’une unité de temps;

t est le résultat de la comparaison de e et €’;
— c est un compteur réinitialisé a 1 chaque fois que t vaut 0;
— s réalisent ’envoi de €’ et ¢ sur les ports de sortie lorsque ¢ vaut 0.

Il ne reste plus qu’a écrire la A-matrice correspondante. Ici, le sur échantillon-
nage est réalisé en considérant les valeurs de sorties comme un vecteur a deux
dimension :

[ e:=in(0)
ri=_1 fby €
== (e, )
?
c=1 foy =(t,0) = 1,+(c, 1)
S1:=T

| spi=c
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En appliquant les fonctions de critere a ce systéme, on montre qu’il est complet,
calculable, stable et borné.

Le sur-échantillonnage peut aussi étre réalisé en modifiant les flots de manieére
a ce qu’ils produisent deux fois plus de valeurs, en répétant une fois sur deux la
valeurs précédente, sauf pour la sortie.
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C PREUVES

C Preuves

C.1 Sur les applications de bases ...

Dans ce qui suit, on suppose x, y, Ui, Us, . . . , Us,
o *
V1, U2y oy Uiy 21,22, ...,2; € X, Vi € N¥,

Preuve 1 : un acteur qui appartient a un autre est algébriquement
inclus dans ce dernier, ce qui s’énonce x = y= 1 C y.
On azx={uy,us,...,un}s ety ={v1,v9,...,9m}.
Si x =y, il existe au moins un « € N* tel que 6(a,y) = x.
Donc il existe au moins un v, de y égal a x. Comme vy, C y, on a x C .
C.Q.F.D.

Preuve 2 : un acteur qui est inclus au sens des \-matrices dans un
autre est algébriquement inclus dans ce dernier et réciproquement, ce
qut s’énonce v > y < x C y.

Soit 21, 20, . . ., 2n, Yy le chemin de x dans y. Par définition, on ax = z1, z1 = 23,
oy Zn = Yy. On en déduit que x C z1, 21 C 29, ..., 2, C Y, d’ou x C y.
C.Q.F.D.

Preuve 3 : un acteur ne s’appartient pas a lui-méme, ce qui s’énonce

Six > 2x, onax Czx, cequi est contraire a la définition des éléments de X
(cf. définition 4.2).

C.Q.F.D.

Preuve 4 : un acteur ne peut s’inclure lui-méme, ce qui s’énonce x
/ x.
Soit 21,22, ..., 2n,x le chemin de x dans x. On en déduit que x C z1, z1 C 23,
v 2, Cx, doux C x, ce qui est contraire a la définition des éléments de X .
C.Q.F.D.

Preuve 5 : st un acteur appartient a un autre, la réciproque est fausse,
ce qui s’énonce x =y =yt x.
Commezx >y, onazx Cy.
Siy>x, onayCz, ce qui impose x =y, et donc que x * y et y ¥ .
Done, six =y, onay  x.
C.Q.F.D.

Preuve 6 : st un acteur est inclus dans un autre, la réciproque est
toujours fausse, ce qui s’énonce x >y = y i .

Preuve identique ¢ © > y =y ¥ x.

C.Q.F.D.
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C.2 Sur les environnements ...

Preuve 7 : tout symbole a une valeur associée, éventuellement 1, et
donc la recherche de cette valeur se termine toujours, ce qui s’énonce
p(s,E) e X,Vs e I,VE €T

Rappelons que E est un environnement de la forme E = E,x...xEyx F, avec
E\ E,, ... E, € X. De plus, les environnements appartiennent a l’ensemble des
acteurs énumérés et indexés dont la définition interdit les cycles.

Si la recherche ne se termine pas, c’est qu’un cycle peut exister dans au moins
l"un des E;.

Comme aucun cycle n’est présent dans l’environnement, la recherche se ter-
mine toujours.

C.Q.F.D.

Preuve 8 : la valeur associée a un symbole dans un environnement
régénéré est le régénéré de cette valeur dans l’environnement original,
et l’environnement associé a la valeur associée a un symbole dans un
environnement régénéré est le régénéré de l’environnement associé a
cette valeur dans l’environnement original, ce qui s’énonce:

E)=E,# L E)=F
e i } é{ o D) =P
pls, B) = o5, B) = v, 0.
On pose E = AxE,xB tel que u(s,B) = L, et u(s, E,) = E,.

v v
L’environnement régénéré de E est %zjl * B, % E, avec B,= <7, E,, par
définition.
Comme (s, B,) = By, on a s:=v > E,. On a donc s:=v/,, v> V, E,.
v
Donc on a (s, /, Ey) = 7, By =Ey, et p(s, V, Ey) = V4, V-
v v v
Ceci nous conduit a p(s, E*Ev) —AE, et d o(s, Zl*Ev) = Vam, V-

Pour que s soit définie dans [’environnement %, occultant ainst la définition
de E,, il faut qu’elle soit définie dans B, ce qui n’est pas le cas.

v
Ainsi, nous obtenons (s, lv?) =F, et p(s, lv?) = Vg, V-
C.Q.F.D.

C.3 Sur les opérateurs dynamiques ...

C.3.1 Evaluation

Preuve 9 : l’évaluation a pour codomaine l’ensemble des acteurs figés,
ce qui s’énonce Vue X | A ueX,v> Aju=>veX.

Procédons par induction sur les termes des \-matrices pris en compte par [’opé-
rateur d’évaluation.

— alternative: v =c — a, s.
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On a Aju qui vaut soit Ay a, soit A, s.

Par hypothése de récurrence, /\,a et I\, s appartiennent a X.

— application: uw = o(ay, ag, ..., ay,).
Ona A u= <o0(ay, as, ..., ).

Par définition <« appartient a D+ {1} et donc a X.

— atome: u=1x.

Ona N,u=ux, doncx € X.

— définition: u = s:=v.

Ona Nyu= Agv, qui par hypothése de récurrence appartient o X.

— extraction: u= v -1.

Ona Apu=06(A,14, A, v). Par hypothése de récurrence, A, v € X, donc
toutes ses composantes sont elles-aussi dans X.

Comme la valeur indexée est soit | qui fait partie de X, soit 'une des
composantes de /\_ v , on en conclut que A, u € X.

~ flot:u=efyc.
Ona N,u= N, e€ X, par hypothése de récurrence.

- symbole : u = s.
Ona Aju= A
Par hypothese de récurrence, /A, v € X.

v, avec v = p(s, E) et E, = pu(s, E).

E

C1
— vecteur: u =1, ... |.
Ck

AEIC].
On a AEu=l...

, avec E' = Exu.
Ck

E'
Ona A, c,D, cp..uD, ¢, € X, par hypothése de récurrence, alors
!
[ ;
/
C

C.Q.F.D.

eX.

Preuve 10 : un acteur figé est identique a son k'€ME€ ¢éyalué, ce qui
s’énonce Vu € X,u= A u
Par induction sur les termes de X, on obtient :

— atomes, sans les symboles: u = s.

Ona A, u=2x=u.
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(&1
— vecteur: u=1|, ... |.

Ck
AE/ C1
AEl ck

Par hypothése de récurrence, A\, ¢; = ¢;, pour i € [1,k].

De méme, on a A, u= l ], avec E' = Exu.

Donc A, u = u.

C.Q.F.D.

C.3.2 Complétude

Preuve 11 : st un systéme est complet, a tout symbole autre que le
nom d’une définition correspond une valeur dans son environnement
courant, ce qui s’énonce Yu € X, \j(u,E)=1=VYs€Z | s>u,s¢ F,
p(s, F) # L.
Par définition, on a Ay(u, E) = [T, Ai(si, E;), ot s; sont des symboles.
Or, si Nj(u, E) =1, on a N(s;, E;) =1, ce qui signifie que p(s;, E;) # L.
C.Q.F.D.
Preuve 12 : st un systéme est complet et que son régénéré existe, il

v
est complet, ce qui s’énonce: Yu € X, \j(u,E)=1= N(v,u, E)=1.
Nous utilisons un raisonnement récurrent par induction sur les termes des
A-matrices pris en compte a la fois par la complétude et la régénération :
- atome: u=z.

Comme le régénéré d’un atome est lui-méme, \J,u = z, et qu'un atome
(sauf un symbole, décrit plus bas) est toujours complet, on a Aj(u, E) =1 =

AV, u E) =1,
— définition: u = s:=v.
Le régénéré d’une définition est \/,u = s:=/,v.
Comme u est complet, on a Aj(u, E) =1 = Aj(v, E) =1, ce qui donne par
hypothése de récurrence Ay( </, v, lv?) =1 qui vaut aussi \(V  u, ZVE)

v
Donc on a Nj(u, E)=1= AN(V,u, E) =1.
- flot:u=¢efyc.

Le régénéré d’'un flot est \J,u= A, cfoy, V, C
Comme u est complet, nous obtenons Aj(u, E) =1 = Ay(e, E).Ai(c, E) = 1.

v
Par hypothése de récurrence, nous avons Ai(¢, E) =1 = N(v, ¢, E) = 1.
Nous avons aussi prouvé que toute évaluation est compléte (cf. preuve 19),

donc nous obtenons Aj( A c, Lv?) =1

44



C PREUVES C.3 Sur les opérateurs dynamiques ...

Nous obtenons donc Aj( v/, u, E‘) =1.

— objet: u={cy,coy...,Cn}4
Le régénéré d’un objet et l’objet des régénérés de ses composantes, soit
Vet ={Vgt1, Vi 02y Vi Cnle.
Comme par hypothése u est complet, on a Aj(u, E) =1 = [, Ai(ci, E) =1,
ce qui nous donne par hypothése de récurrence [17—y Ni( vV ¢iy Lv?) =1, qui

vaut aussi Ni( V7, u, lv?)

- symbole : u = s.
Le régénéré d’un symbole est ce symbole, soit 7, u = s.
Comme u est complet, on a Aj(u, E) =1= p(s,E) = v, avec v # L.

v
Or la recherche de s dans ’environnement régénéré de E donne p(s, E) =
VyU =1, avecv' # L.

Donc nous avons A/, u, E‘) =1.

C1
— vecteur: u=1, ... |.
Cn

s s, Vo C1
Le régénéré d’un vecteur est 7, u = l LF , avec E' = Exu.
Vg Cn
Y . s/ s s / v/ v 4 v
L’environnement régénéré de £’ est E'=Fxu=Fx\/, u.
Par ailleurs, comme u est complet, on a Nj(u, E) = [1'_; Ai(e;, E') =1, ce

qui donne par hypothése de récurrence [T;—; Ay( vV, ¢ Z?’) =1.

Si le régénéré est complet, alors Ai( </ v, Lv?) =1= i (v, e BE") =
1, avec E" —E* Vg U —F.

Donc nous avons A</, u, E‘) =1.

C.Q.F.D.

C.3.3 Détecteur de cycle

Preuve 13 : aucun évalué s’il existe ne crée de cycle, ou, autrement
dit, les acteurs figés sont acycliques, ce qui s’énonce Vs € I,Vu €
X,VE €T,v(s,u,E) = 1.

Comme seul un symbole est capable d’annuler le détecteur de cycle (cf. défini-
tion 6.6), et que les symboles et tous les acteurs en contenant ne font pas partie
de l’ensemble des acteurs figés, alors aucun évalué s’il existe n’annule le détecteur
de cycle.

C.Q.F.D.
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Preuve 14 : st aucun cycle n’existe sur un symbole dans un acteur
d’un environnement, alors aucun cycle n’existe non plus sur ce sym-
bole dans ’acteur régénéré de l’environnement régénéré, ce qui s’é-

nonce y(s,u, E) = 1= (s, V, u, %),Vu e X,VE €T.
Par induction sur les termes des \-matrices concernés par le détecteur de cycle
et l'opérateur de régénération, on obtient :
- atome (sauf symbole) : u = x.
Le régénéré d’un atome et lui-méme, \J,u = x. Or aucun atome ne créé
de cycle, y(s,z, E) = 1, donc nous avons y(s, </ , Z?) =1.
— définition: u = s:=v.
Le régénéré d’une définition est \J,u = s:=/,v.
Comme u est acyclique, nous avons y(s,u, F) = 1 = vy(s,v,E) = 1. Par
hypothése de récurrence, nous avons y(s, </, v, Lv?) =1, et donc (s, VU, B
)=1.
~ flot:u=efyc.
Le régénéré d’un flot est N\ ,u= A, cfoy V, C.

Si le régénéré du flot est acyclique, on a (s, A, ¢, %) =1, ce qui est vrai
v
car tout évalué est acyclique. Donc dans ce cas aussi on ay(s, \V, u, E) = 1.

- objet: u={cy,co,. .., Cr}4
Par définition, le régénéré d’un objet est l’objet de ses régénérés, on a
Vet ={Vyc1, V502 ey Vb
Gomme lobjet est acyclique, on a y(s,u, E) = 1 = - v(s,¢, E) = 1.
Par hypothése de récurrence, nous avons [, (s, V5 Ci, Lv?) = 1. Nous en
concluons que y(s, \/ , u, Lv?) =1.

~ symbole: u = s
Comme u est acyclique, y(s,u, E) =1, par définition nous avons

s # s,
{ v(s,p(s, E), u(s', E)) = 1 (40)

Si le régénéré est acyclique, on a y(s, VU, lv?) =1, donc (s, s, lv?) =1, ce
qui nous amene, comme s # s a (s, p(s, lv?),,u(s', lv?)) =1.

v
D’une part, on a montré que si u(s', E) = E, alors ,u(s’,Lv?) =F,. Il est
v
évident que si E # FE, alors Lv?yéEq,.
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D’autre part, on a montré que si p(s', E) = v alors p(s', Lv?) = Vv Par

E

v
hypothése de récurrence, on a y(s,v, E,) = v(s, Vv, Ey).

Ici aussi, on a (s, V4 U, Lv?) =1.

1

— vecteur: u=1, ...
C’Il

Si s est définie dans u, alors p(s,u) # L, est donc u est acyclique sur s. On

a donce p(s, YL) # 1, et donc le régénéré de u est aussi acyclique.

Sinon, on a p(s, Z) = 1, donc comme u est acyclique, [T, v(s,¢, E') =1,
avec E' = Exu. Par hypothese de récurrence [T;—, v(s, V,, Ci, Z?') =1, donc
Y(s, Veu B) =1.

Nous avons donc (s, \/, u, ZVE) =1.

C.Q.F.D.

C.3.4 Calculabilité

Preuve 15 : [l’évalué d’un acteur calculable existe, ce qui s’énonce
Vu € X, A(u, B)=1=3 A, ueX.

Un acteur n’est pas évaluable lorsque ['une de ses composantes ne l’est pas.

L’évaluation d’un acteur n’existe pas lorsqu’elle ne se termine pas. Et elle ne
se termine pas lorsqu’elle conduit a ré-évaluer cet acteur, formant ainsi un cycle.

Comme un acteur ne peut se contenir lui-méme (cf. preuve /), un cycle dans
un évaluation ne peut se produire qu’en la présence d’un cycle symbolique.

Montrons donc d’un acteur calculable ne peut contenir de tels cycles.

Soit une définition dont la valeur utilise le nom de maniére a former un cycle
symbolique. Posons :

5>,
u= s:=v | e foy € avec s > c v,
s:=v" v,
La calculabilité de u est par définition :
Ae(v, B), si (s, v, E) = 1,

Ae(u, B) = 0, sinon,

Il vient 7(55 v, E) = H?:l /Y(sv Uy, E’L)

Et pour au moins une réalisation de i, on a v(s,s,Eg) qui vaut 0. Donc
Ac(u, E) vaut aussi 0.

C.Q.F.D.

Preuve 16 : st un systéme est calculable, son régénéré l’est aussi, ce

qui s’énonce: Yu € X, A (u, E) =1= A, u, %) =1.
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Nous utilisons un raisonnement récurrent par induction sur les termes des A-
matrices pris en compte a la fois par la calculabilité, la régénération et le détecteur
de cycle :

— atome: u==x.

Comme le Tégénéré d’un atome est lui-méme, \J,u = z, et qu'un atome
(sauf un symbole, décrit plus bas) est toujours calculable, on a A.(u, F) =

1= AV, u E) =1

— définition: u = s:=v.
/s 7 Yoy ) z T —_ Pp—
Le régénéré d’une définition est \J,u= s:=/, V.

fY(sJ v’ E) = ]‘7

Comme par hypothése u est calculable, nous obtenons { A(v, E) = 1.

Par hypothése de récurrence nous avons A.(</, v, lvﬂ) = 1. Nous avons de
plus montré que y(s,v, E) =1 = (s, V, v,lv?) = 1. Donc AV, u, Lv?) =
1.

~ flot:u=efyc.
Le régénéré d’un flot est \J,u= A, cfoy V, C

Comme u est calculable, nous obtenons A (u, E) =1 = A (e, E).Ai(c, E) =
1.

v
Par hypothése de récurrence, nous avons A.(c,E) =1 = A, F) = 1.
Nous avons aussi montré que toute évaluation est calculable (cf. preuve 19),

donc nous obtenons A.( A, c, Lv?) =1.
Nous en concluons que A.(V U, %) =1

— objet: u={cy,coy. .., Cr}4
Le régénéré d’un objet et l’objet des régénérés de ses composantes, soit
Vet ={VyC1, Vg€ iy Vy Ca}i-
Comme par hypothése u est calculable, A (u, E) =1 = [I; Ac(ci, E) = 1,
ce qui nous donne par hypothése de récurrence [17_; Ac( 7, ¢, %) = 1. Donc
AV, u, JVE) =1.

- symbole : u = s.

Le régénéré d’un symbole est ce symbole, soit 7, u = s.

Or un symbole est par définition toujours calculable, donc A.(~/, u, Lv?) = 1.
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(&1
— vecteur: u=1|, ... |.
Cn

vEI Cl

Le régénéré d’un vecteur est N/, u = [
Vg Cn

], avec E' = Exu.

v v v
L’environnement régénéré de E' est B'=Fx u=F* Ve U
Par ailleurs, comme u est complet, on a A(u, E) = [T, Ac(ci, E') =1, ce

v

qui donne par hypothese de récurrence [[i—y A(V,, ¢, B') = 1.

Si le régénéré est calculable, alors A.(~/ , u, lv?) =1= [y nA(V, ¢, B") =I
1, avec E" =E* Vg U —F.

Donc nous avons A.( </, u, ZE) =1.

C.Q.F.D.

C.3.5 Norme

Preuve 17 : la norme de tout acteur calculable dans un environne-
ment est supérieure ou égale a celle de son évalué sans environne-
ment, ce qui s’énonce :

Vue X,VEe€T' Ai(u,E)=1=0(u,E) > o(A,u,L,).

Par induction sur les termes des A-matrices concernés par la morme, nous
obtenons :

— alternative: u=c— a,s.

L’évaluation d’une alternative donne A, u = A, a ou A, s, selon la valeur
de A, c.

Par définition, la norme d’une alternative est

o(u, E) = sup(o(a, E),o(s, E)) (41)

Donco(A, u,L)=0(A,a,1l) ouc(A,s,L).

Nous obtenons donc :

o(u, E)
(A u 1) o(a, E) | o(s,E)
o(s, E)
o(a,E)
o(Bet L) SG(A a1 ; ZEGA?CL, 1)
O'(CL, E)
. U(S: E)
o(Ays, L) ;ZEAE;)S, 1) >0(Ays, L)
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Pour conclure, nous avons o(u, E) > o( A, u, L,).

— application: uw = o(ay, ag, ..., ay,).
Le résultat de [’évaluation d’une application est soit une donnée de D soit
L. Comme la norme d’une application est par définition 1 et que la norme
d’une donnée ou de L est aussi 1, on en conclut que o(u, E) > o( A, u, L).
- atome: u=z.
Ona Aju=uz, donco(u,E)=0c(A,u,L)=1.

— définition: u = s:=v.
L’évaluation d’une définition est A u= A wv.

Or la norme d’une définition est o(u, F) = o(v, F), et par hypothése de
récurrence o(v, E) > o( A, v, L) qui n'est autre que o( A, u,L).

La encore, on a o(u, E) > o( A, u, ).

— extraction: u = v 1.
L’évaluation de u vaut soit L soit A, c,, avec E' = Exv. Le premier cas

est trivial.

Dans le second cas, on pose v = [ Zl ] On a o(u, E) =sup}, o(c;, E').
n

Posons A, u=o0(cg, ') > o(cq, E').
Par hypothése de récurrence, nous avons o(cq, E') > o( A, cq, L).

Done, dans les deux cas, o(u, E) > o( A, u,Ll).

- flot:u=efyc.
L’évaluation d’un flot est A, u= A e.
Or la norme d’un flot est o(u, E) = o(e, E), ce qui donne par hypothése de
récurrence o(e, E) > o( A, e, L) qui n'est autre que o( A, u, L).

Nous avons donc o(u, E) > o( A, u, L).

- symbole : u = s.

L’évaluation d’un symbole dans un environnement est I’évaluation de la va-
leur associé dans l’environnement associé a ce symbole, soit A, u= A, v,
avec v = p(s, E) et E, = u(s, E).

Or la norme d’un symbole dans un environnement est la norme de la valeur
associée dans ’environnement associé, ce qui donne o(s, E) = o(v, E,). Par
hypotheése de récurrence, nous avons o(v, B,) > o( A, v, L), qui n'est autre
que o( A u, L).

E

Ici encore, nous avons bien o(u, E) > o( A, u, L).
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(&1
— vecteur: u=1|, ... |.
Cn

A C1

7z . ’
L’évaluation d’un vecteur donne A, u = l S ], avec E' = Exu.

c
m tn
La norme d’un vecteur est la somme des normes de ses composantes, soit
o(u, E) = Y 0(¢;, E'). Par hypothése de récurrence, on a o(u, E) >
Y o(A, e, l).

Nous savons que, la norme de ’évalué d’un vecteur est

o(Apu, L) =Y 0(A,, ¢, E"), avec E" = A, u (42)

On montre facilement que si o( A, ¢;, L) = o, alors o( A, ¢;, E") = o, car
E" ne contient aucun symbole (cf. preuve 9).

Donc on a o(u, E) > (A u, L).

Nous obtenons bien pour tous les cas o(u, E) > o( A, u, L).
C.Q.F.D.

Preuve 18 : la norme d’un acteur calculable dans un environnement
est supérieure ou égale a la dimension de son évalué, ce qui s’énonce
Yu e X,VE €T,
A(u,B)=1=0(u,E) > |A,ul.

Nous avons montré que l’évalué d’un acteur calculable appartient a I’ensemble
des acteurs figés (cf. preuve 9).

Done, | A ul =o(A,u, L) (cf preuve 20).

Oro(A,u,Ll)>o(u, E) (cf. preuve 17).

Donc o(u, E) > | A ul.

C.Q.F.D.

C.3.6 Acteur neutre et figé

Les preuves suivantes ressemblent dans leur formes aux précédentes. Nous en
donnerons donc une écriture simplifiée.

Preuve 19 : tout figé vérifie tous les critére: VM €¢ X | I A, u €
X, N(A, M, L)=1.

Les fonctions de critere sont des fonctions récursives. Elles sont annulées dans
certaines conditions. Nous allons montré simplement que ces conditions ne peuvent
étre atteintes avec les acteurs figés.

Rappelons que ’ensemble des acteurs figés est constitué des vecteurs ) et des
atomes A sans les symboles T.

— complétude : annulée pour un symbole qui ne fait pas partie des acteurs figés;
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— calculabilité : annulée pour une définition qui ne fait par partie des acteurs
figés;

— stabilité : annulée pour une alternative ou pour pour une ertraction, qui ne
font pas partie des acteurs figés;

— mesurabilité : raison identique a celles de la stabilité.
C.Q.F.D.

Preuve 20 : la norme de tout acteur figé est égale a sa dimension, ce
qui s’énonce: Yu € X,o0(u, L) = |u|.
Par induction sur les termes des acteurs figés, nous obtenons:

- atome: u==x.
A ul=lz|=1=0(u, E).

C1
— vecteur: u =1 . .

Cn
Juf = i [ail.
Par hypothese de récurrence
Plel =Yt 0(c, E') =0(u, E), avec E' = Exu.

Preuve 21 : la norme de tout acteur neutre est égale a la dimension
de son évalué, ce qui s’énonce: Yu € X,,,0(u, L) = | A, ul.
Par induction sur les termes des acteurs neutres, nous obtenons:
- atome: u = zx.
|A ul=lz|=1=0(u, E).

- application: uw = o(ay, ag, ..., a,).
| Apul=[Aul =z[=1=0(u, E).

Cn
juf = Xiti il

Par hypothese de récurrence
rlel=Xr 0(c, E') =0(c, E') = o(u, E), avec E' = Exu.

C1
— vecteur: u=1| ... |.

Preuve 22 : le régénéré de tout acteur neutre est également neutre,

ce qui s’énonce: Yu € X, vV, u €X,.
Par induction sur les termes de acteurs figé, nous obtenons:

— atome: u=x.

Vsut=u€ACK,
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— application: u = o(ay, ag, - .., ay) avec ay,as, ..., a0, € X,.
Vet =0(Vy0, Vyply .., Vya,) €P.
Par hypothése de récurrence /7, a1,... \V, 0n € X,, donc V,u € X,.

G
- vecteur: u = [ o ], avec €1,Co, . ..,Cp € X,,.
n

vEl C1
VE/ cn
Par hypothese de récurrence on a 7, ¢1, V) o € Xy, donc 7, u € X,.

vEuzl ] €V, avec E' = Exu.

Preuve 23 : la norme de tout acteur neutre est égale a la norme de

4
son régénéré, ce qui s’énonce: Yu € X,,0(u, L) =0(v,u, E).
Par induction sur les termes des acteurs neutres, nous obtenons:
- atome: u = z.
\Y4 v
o(Vyu,E)=o0(z,F)=1=0(u, E).
— application: uw = o(ay, ag, ..., a,).

o(Vyu, Lv?) =1=o(u,F).

1
— vecteur: u=1, ... |.
T

v
o(Veu,E) =30 0(V, ¢ E), avec E' = Exu.

v
Par hypothése de récurrence on a i, 0(V, ¢, E') = YL, 0(ci, E') =
o(u, E).

C.3.7 Stabilité

Preuve 24 : la dimension d’un acteur stable dans un environnement
est supérieure ou égale a la dimension de son régénéré dans l’envi-
ronnement régénéré, ce qui s’énonce Yu € X,VE €T,
Ad(u, B) = 1= Ju| > | v, ul.

Par induction sur les termes des A\-matrices concernés par la dimension et la
régénération, nous obtenons:

- alternative: u=c — a,s.
ju = le| + la] + |s].
| Veul=[Veel+[Vyal+]|vVysl
Par hypothése de récurrence: |c| > |/, ¢, |c| > |y al, |s| > |V s/
Donc |u| > | v, ul.
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- atome: u=ux.

ul = |z[ =1=[v;ul.

- flot:u=efyc.
jul = lef + el
| Veul =[Apcl+[Vecl
Par hypothése de récurrence |c| > | v/ c|.
Commee € X, on ao(e, L) =|e| (cf. preuve 20).
Nous avons montré que | A, c| < o(c,E) (cf. preuve 18).
Comme o(e,E) > o(c,E) on a le|] > | A, ¢|.
Donc |u| > | v, ul.

— objet: u={cy,coy. .., Cr}u
Ju = i [al.
|VEU": ?:1|VEci"
Par hypothése de récurrence |c;| > |/ ¢il.

Donc |u| > | v, ul.

(4]
— vecteur: u = [ ]
Cn
lul =i el

[ Veul =¥, | v, af, avee B' = Bxu.

Par hypothése de récurrence |c;| > ‘VE, cil-
Donc |u| > | v, ul.

Nous obtenons bien pour tous les cas |u| > | v, ul.
C.Q.F.D.

Preuve 25 : la norme du régénéré d’un acteur stable est inférieure
ou égale a la dimension de l’évalué de cet acteur, ce qui s’énonce:

v
Vue X,VE €' Aj(u, E)=1=0(V,u, E) <|A,ul.
Par induction sur les termes des \-matrices concernés par la norme, nous
obtenons:

- alternative: u=c — a, s.

a,s € X = o(a, F) = |A,al| (cf preuwve 21) et o(s, E) = |\, s|, avec
o(a,E)=o0(s, FE) (cf. preuve 20).

De plus o(a, E) = o(v/, a, Lv?) eto(s,E)=0(v,s, Lv?) (cf. preuve 23).
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Enfin, on a \J,a, Vs € X, (cf preuve 22).
Donc o( <7, u, lv?) <|A, ul.
atome: u = x.
v v
(Ve E) =0z, E)=1=lz|=|A,ul
application: u = o(ay, ag, ..., ay).
v
o(Vyu, E)=1=|z| =|A,u|, avec x € D.
définition: v = s:=wv.
v v
o(Vpu, B)=0(Vyv, E).
Par hypothése de récurrence o( </, v, Lv?) <|A, v|=|A,ul.
ertraction: u = u- 1.
Comme u est stable, i est un entier appartenant a N'. Donc son régénéré est
lui-méme, 7,1 =1. Ce qui nous conduit ¢ o( </, u, Lv?) =o( Vv i, %) et
donc nous avons o(§(i, V,v), LVE‘)
Si (i, v) = L, alors 6(i, A v) =0(i, Vzv) = L. Donc o(L, %) =|L].
Si 0(i,v) = cqa, avec cq = v, alors 6(i, Ayv) = A cq et 0(i, Vyv) =
v v
Vi Ca- Donc on a 0(0(i, V), E') = 0(V,, Ca, E'). Par hypothése de ré-
v
currence o(\/ ., Ca, E') > ‘ A, Ca‘ =6(, Ay v)| = | A, ul.

Donc, dans les deuz cas, o(\/  u, Lv?) > | AL ul.

- flot:u=efyc.

o(Veth B)=0(Ape, B)=0a(Ayc, L)

On a montré que (A c, L) = |A_c| (c¢f. preuve 20), et que |A, c| <
o(c, E) (cf. preuve 18).

On sait que o(c, E) < o(e, E) car u est stable.
On a montré que o(e, E) = |e| (cf. preuve 20) et que |e| = | A, e| (cf. preuve

9).

Comme | A e|=|A,u| on aa(vEu,zj) <A, ul

symbole : u = s.

o(Vy u,LvC,z)cr(s, LVC) =1< ‘AEU v‘ = |A_u|, avec v = p(s,E) et E, =
u(s, E).

95



C PREUVES C.3 Sur les opérateurs dynamiques ...

(&1
— vecteur: u=1|, ... |.
Cn

v v
O'(VEU,E): ?zlg(vEl CivE,)'

v
Par hypothese de récurrence on a Yi_ 0(v/,, ¢, B') < ¥, | A, c
| Ayl

v
Nous obtenons bien pour tous les cas o(J,u, E) < | A, ul
C.Q.F.D.

Preuve 26 : le régénéré d’un acteur stable dans un environnement est
stable dans ’environnement régénéré, ce qui s’énonce YVu € X,VE €T,

A, B) =1= AV, u, E) = 1.
- atome: u = .
v v
A(Vpu, E) =A(z, E) =1.
— alternative: u=c — a, s.
VeU=VgC— Vra, VgS-
Par hypothese de récurrence, </, c est stable.
o(a,E) =0(v,a, %),
v
o(s,E)=0(v,s, E).

Comme u est stable, on a o(a,E) =o(s, E).

a,seyﬁ{

v v
Donc o(Vy 0, E) =0(Vy s, E).
Done Ay(v7, u, Lv?) =1.
— extraction: u = v 1.
Par hypothese de récurrence, \/, v est stable.

Comme u est stable, 1 est un entier appartenant a N .
Ona \J,u= YoV VVyt= VyV-1, car \J,i=1.
v
Donc Ay(vV,u, E) = 1.
- flot:u=efyc.
Vet = Achby Ve C
Par hypothese de récurrence <7, c est stable.

On a montré que N, c € X (cf. preuve 9).
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v

D’autre part o(</, c, Lv?) < |A, ¢l (cf. prewve 25) et | A c| =0(A, ¢, E)
(cf. preuve 20).

v
On a donc Ay(V,u, E) =1.
- objet: u={c1,co,. .., }u
As(V 5 u, %) =11 As( vy Gy %) qui vaut 1 par hypothése de récurrence.
4]
- vecteur: u = [ ]
Cn

As(V g u, %) =T As(V, G %) qui vaut 1 par hypothese de récurrence,
avec B' = Exu.

C.Q.F.D.
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D LEXIQUE

D Lexique

Les ensembles classiques

D  données

N  entiers naturels

O  opérateurs

Op opérateurs sur les données
Qg opérateurs spéciaux

I symboles

Les ensembles des A-matrices
alternatives
applications
définitions

données

entiers

extraction

flots

opérateurs sur données
opérateurs spéciaux
opérateurs

symboles

vecteurs

AL

)

<H6m®®

Les ensembles de construction

X acteurs

X acteurs figés

X, acteurs neutres

A atomes

Gy acteurs énumeérés

Gpyr  acteurs énumérés et indexés
Gyyr acteurs énumérés indexés et typés

C constructeurs

T types

I index

r environnements
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D LEXIQUE

Eléments de Pensemble des types
alternative
application
définition
donnée
entier
extraction
flot
indéfini
opérateur
surdéfini
symbole
vecteur

S S (R IR TS QU

Opérateurs spéciaux
A évaluation

Vv régénération

4 réduction

> résolution

Opérateurs de construction
v(,,) acyclique

u(,)  environnement associé
d(,) index
o(,) norme
()  type
p(,)  valeur associée
Objet, forme syntaxique
c—a,s alternative
o(ai, ag, ..., a,) application
§:=v définition
Uu-1 extraction
e foyC flot

C1
[ . ] vecteur
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D LEXIQUE

Atomes et objet, forme matricielle

{c,a,5}a alternative
{o,,a1,a9,...,a,}; application
{s,v}q définition
{u, i}z extraction
{d}z donnée
{e}a entier

{6, C}E flot

{o}s opérateur
{s}i symbole
{01, cee Cn}T) vecteur
{e1, 60,00 en}s acteur, en général
Criteres

Ac(y) calculabilité

Ai(;) complétude

A(,) critere, en général
As(,) stabilité

Constructions syntaxiques

f(ai,as,...,ar) fonction de f sur a

figu fonction f(u,i, )

x>y appartenance matricielle
Card(u) cardinal

ul dimension

ExF chainage d’environnement
v

E environnement régénéré

T >y inclusion matricielle
Fléches

& équivalent
= implique
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